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Казанская государственная архитектурно-строительная академия 
В монографии И. Н. Векуа ([1], гл. V) для эллиптического диффе­
ренциального уравнения 
Мо(и)=Лпи+ f4(лп-kи)=О, (1) 
k=I 
( \ а2 а2 P+.J...!.k ap+q п~1,л0 = l,дm = Л дm- 1 ;л =-2 +-2 ,Lk = 2.., afq(x,y)--, (2) дх ду p,q=O дхР дуq 
с R-аналитическими по х, у коэффициентами afq (х, у) в односвязной 
области Те.С с ляnуновской границей дТ изучена следующая 
граничная задача: найти регулярное в Т действительное решение 
и(х,у) уравнения (1) по граничным условиям 
( . J+ d
1 и 
--. = fj, j = 0,1,".,п-1, 
dv 1 
(3) 
где v - внешняя нормш~ь к гладкому контуру 
дТ = { t = t(s)= x(s)+iy(s), s е [o,z] }, (4) 
на котором заданные функции f 1 (s) = f 1 [t(s )] имеют непрерывные 
производные по дуге s порядка не выше (2п - j )(j = 0,1,"., п - 1). Эта 
задача ради краткости названа И. Н. Векуа задачей В, а соответст­
вующая однородная задача (при нулевых граничных условиях (3)) -
задачей 8 0 . 
Переход в ( 1) к комплексным переменным 
z = x+iy, i; = x-iy, и(х,у)= и( z~(, z~i() = И(z,(), (5) 
приводит к комплексному дифференциальному уравнению 
п п ak+mu 
LLAkm(z,() k т=О,Апп=I, (6) 
k=Om=O 0z д( 
которое может бьпь записано также в виде 
п п ak+m(B1rmИ) 
L L k О, B1an=B1cm(z,(), Впп =1. (7) 
k=Om=O Oz д( т 
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В (6) и (7) символы д/& и д/дr; есть операторы комплексного диф­
ференцирования (символы Виртингера) 
2 _Е_ = _Е_ _ i _Е_ 2 _Е_ = _Е_ + i _Е_ . (8) 
(}z дх ду ' дr; дх ду 
Любую односвязную область D, принадлежащую области задания 
уравнения ( 1 ), И. Н. Векуа назвал односвязной областью уравнения 
(1), если все коэффициенты Aюn(z,r;) в (6) являются одновременно 
аналитическими функциями двух комплексных переменных z,r; в ци­
линдрической области (D х 15), то есть при z е D и t; е 15. Для урав­
нения (1) с R-аналитическими коэффициентами afq(x,y) в некоторой 
области любое регулярное решение и(х,у) является R-аналитическим 
в этой области. Опираясь на эту теорему Пикара, И. Н. Векуа получил 
следующий важный результат: если и(х,у) есть решение уравнения 
(1), регулярное в основной области D, то функция И(z,t;) (5) являет­
ся аналитической функцией переменных z,r; в (D х 15) и представляет 
собой аналитическое продолжение функции и(х,у) в область ком­
плексных значений х,у. 
Операторы Виртингера (8) от аналитических по z и r; функций 
U(z,t;) вычисляются по законам частного дифференцирования. 
Поэтому задача построения регулярных решений (1) с R-
аналитическими коэффициентами в области Т, совпадающей с основ­
ной областью D уравнения (1) или Т с D, приводится к построению 
аналитических в (т х т) решений U(z,t;) уравнения (6) с аналитиче­
скими в (Dx 15) коэффициентами~т(z,t;). Именно для таких одно­
связных областей Т, Т = D или Т с D, изложил И.Н.Векуа схему 
решения задачи В. 
Когда И(z,t;) есть аналитическое по z и t; решение (7) в (т х т1 то 
это уравнение можно переписать в виде уравнения Вольтерра, единст­
венное решение которого представимо в виде 
z 
И(z,t;) = U0 (z,t;)+ Jr1 (z,r;,t)u0 (t,()dt + 
zo (9) 
; z ; 
+ JГ2 (t;,z,т)u0 (z,r)dr+ Jdt JГ(z,t;;t,т)u0 (t,r}ir, 
~ ~ ~ 
где каждому аналитическому в (тхf) решению U0 (z,t;) уравнения 
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a2nu дzna;on =О (10) 
ставится в соответствие единственное решение U(z,;) уравнения (6), 
аналитическое в (т х f). В (9) Г1 , Г 2 , Г - аналитические функции сво­
их аргументов при z, t е Т, ;, те f, являются резольвентами ядер 
интегрального уравнения Волътерра второго рода, обращением кото­
рого и является формула (9). Если в (9) подставить функцию 
Ио =(z-t)n-\(;-ry-1/{{n-1))2, 
считая в ней t и r произвольными параметрами из областей Т и Т 
соответственно, и заменить z0 ,;0 на t и r соответственно, то полу­
чится решение уравнения (6) U = G(t,т;z,;), называемое функцией 
Римана уравнения ( 1 ). Чтобы получить общее представление решений 
(6), надо взять общее представление решения U0 (z,;) уравнения (10) 
U (z r)= ~{а {z-zo)*(;-;o)k + 
о ,.,, ,L.., k k' k' k=O • • 
+(z-zo)* 'J(;-r)* -v·(r'..Jт+(;-;o)* zf(z-t)* -v (t'..Jt} 
k' k' "'k !" k' k' "-k !" ' 
· (о · · zo · 
содержащее 2п произвольных функций z .t (t) и z; { т), голоморфных 
в Т и Т соответственно, и п произвольных постоянных ak, и подста­
вить его в формулу (9). Тогда получим 
п-\ z 
U(z,;) = L { akGk (z0 ,(0 ;z,;)+ JG.t(t,;0 ;z,;)z.t (t ')dt + 
k=O 
' . + JG.t (z0 , r;z,;)zk (r ')dr}, 
(о 
(ll) 
где все функции Gk (t, r; z,() (k = 0,1, ... , п-1) легко выражаются через 
функцию Римана 
. _ a2(n-.t-i)G(t, r;z, ;) _ _ Gk(t,т,z,;)- k 1 k 1 , k-0,1, ... ,n 1. atn- - arn- -
Интегральное представление (11) используется при решении раз­
личных граничных задач для дифференциального уравнения ( 1 ), в том 
числе и задачи В с краевыми условиями (3). При решении, после пе­
рехода к переменным z и ; в ( 1 ), совершается переход к этим пере­
менным и в заданных граничных условиях . В результате условия (3) 
принимают вид 
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дkИ 
-k = а k (s i k = 0,1, ... , п -1, 
дt 
(12) 
где функции а k ( s) однозначно выражаются через 
fo(s tf1 (s i.".fн (s) и наоборот, или 
k дkИ k ( ) t -k-=t ak s, k=O,l" .. ,n-1. 
дt 
(13) 
И тогда при помощи интегрального представления (11) для определе-
ния неизвестных голоморфных функций х k (z) и х; (т) из краевых 
ус;ловий (12) и (13) получается система интегро-дифференциальных 
уравнений, которая затем преобразуется в систему уравнений Воль­
терра второго рода. 
Однако следует заметить, что метод интегральных уравнений не 
позволяет построить решения в замкнутой форме. Как правило, част­
ные случаи уравнения ( l ), разрешимые в квадратурах, решаются дру­
гими приемами. 
Примером может служить та же задача В в случае единичного круга 
т = {z :1z1< 1} для n-гармонического уравнения Л11 и =о. в этом случае 
вместо интегрального уравнения (11) имеем 
и(х,у) = ReF11 (z,z)= Re Iz*q:ik(z)= Re IF* (z,~} 
k=O k=O 
где произвольные аналитические в Т функции 9'k (z )должны удовле-
творять условиям 
9'km)(0)= О, т = 0,1,".,k-1; k :2: 1, 
tpy>(o)= lJ'kk>(ot k = 0,1"."п-1, 
а Fk(z,;) есть k-аналитические в Т функции: л*Fk(z,;)=0. С помо­
щью этого представления краевая задача В приводится к совокупно­
сти п граничных задач lllвapцa 
[ = 0,1,.",k-1; 
!Re
a
1 F* (z
1 
, i)I =о, 
az 
Re ak Fk~z,i;l=I = fk(s)- Ifi(s), 
дz z=t f"0 
решаемых последовательно друг за другом. 
Иногда в замкнутой форме можно решить задачу В и для более 
сложных областей, чем круг. Такие примеры удается довеет до конца 
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в случае областей, когда граница ат представляет собой 
алгебраическую кривую, заданную неприводимым уравнением 
Р (х,у)=О, (14) 
где Р - некоторый вещественный полином. Известно, что такая алгеб­
раическая кривая рода р ~ О всегда состоит из s $ р + 1 непересе­
кающихся овалов. При решении используется метод симметрии в 
уточненной трактовке Л. И. Чибриковой [2]. Преобразуем наряду с 
уравнением (1) к новым переменным z и r; (5) и уравнение границы 
(14). Тогда аналитическое продолжение дифференциального уравне­
ния (6) надо рассматривать на римановой поверхности симметрии ал­
гебраического уравнения 
p(z+r; ~ -r;) =О 
2 ' 2i 
(15) 
того же рода р. И таким образом некоторые граничные задачи для 
уравнения ( 1) могут оказаться эквивалентными построению функций, 
аналитических на римановой поверхности уравнения (15) . 
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Рассматривается задача малых установившихся колебаний тонких 
профилей в сжимаемой жидкости, ограниченной плоскими твердыми 
и свободными границами. Для определенности возьмем решетку тон­
ких профилей без выноса с произвольным сдвигом фаз µ колебаний 
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